
Πρόλογος

Ο Κλασματικός Λογισμός, αν και ελάχιστα διαδεδομένος, είναι από
τις πιο σπάνιες μαθηματικές θεωρίες για την οποία έχει αναγνωρι-
στεί η ακριβής ημερομηνία γέννησής του. Γεννήθηκε με ένα γράμμα
που έστειλε ο L’Hospital στον Leibnitz με ημερομηνία 30 Σεπτεμ-
βρίου 1695. Σε αυτό το γράμμα, ο L’Hospital, διαβάζοντας μια ερ-
γασία του Leibnitz στην οποία πρότεινε τον συμβολισμό

dnf(t)

dtn

για τη n-τάξης παράγωγο μιας συνάρτησης, ρώτησε τον Leibniz:
«Ποιο είναι το αποτέλεσμα αυτής της έννοιας όταν το n είναι για
παράδειγμα ίσον με 1/2;». Η άμεση και βαθιά προφητική απάντηση
του Leibnitz ήταν: «Αυτό είναι ένα προφανές παράδοξο, από το
οποίο κάποια μέρα θα αντληθούν χρήσιμα συμπεράσματα, γιατί
είναι δύσκολο να υπάρχει ένα παράδοξο χωρίς χρησιμότητα».
Αυτή η «κάποια μέρα» ήρθε σταδιακά μετά από περίπου 300 χρό-
νια και σήμερα έχει αρχίσει να σκελετώνεται σε μια ενδιαφέρουσα
θεωρία με εξαιρετικά πολλές εφαρμογές στη σύγχρονη επιστήμη
και στην τεχνολογία.

Επειδή η παραπάνω αποσπασματική αναφορά στη γέννηση του
Κλασματικού Λογισμού βρίσκεται σε κάθε βιβλίο Κλασματικού Λο-
γισμού, αλλά και σχεδόν σε καθεμία από τις χιλιάδες εργασίες που
έχουν δημοσιευθεί, είναι ενδιαφέρον να παραθέσουμε την πλήρη και
ακριβή απάντηση του Leibniz στον L’Hospital που αποτελούσε ένα
μέρος της επιστολής της 30ής Σεπτεμβρίου, 1695 που στάλθηκε από
το Ανόβερο. Η επιστολή είναι γραμμένη στα Γαλλικά, με αρκετές
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λατινικές λέξεις, και αποτελεί μια αρκετά περίπλοκη και ασαφή
απάντηση, σε μαθηματικό επίπεδο, γεγονός που ίσως απέτρεψε τη
συχνή αναφορά της με το πλήρες περιεχόμενό της. Η επίμαχη πα-
ράγραφος ακολουθεί.

Vous voyés par là Monsieur, qu’on peut exprimer par une serie infinite
une grandeur comme d

1
2xy, ou d1:2xy quoyque cela paroisse eloigné de la

Geometrie, qui ne connoist ordinairement que les differences à exponsans
entiers affirmatifs, où les negatives à l’egard des sommes; et pas encore
celles, dont les exponsans sont rompus. Il est vray, qu’il s’agit encor de
donner d1:2x pro illa serie; mains encor cela se peut expliquer en quelque
façon. Car soyent les ordonnees x en progression Geometrique en sorte que
premant une constante dβ soit dx = xdβ : a, ou (premant pour l’unité)
dx = xdβ, alors ddx sera x·dβ2 et d3x sera = x·dβ3 etc. et dex = x·dβe.
Et par cette adresse l’exponsant differential est change en exposant potential
et remettant dx : x pour dβ, il y aura dex = dx : x

e ·x. Ainsi il s’en s[u]it
que d1:2x sera egal à x · 2

√
dx : x. Il y a de l’apparence qu’on tirera un

jour des consequences bien utiles de ces paradoxes, car il n’y a gueres de
paradoxes sans utilité. Vous estes de ceux qui peuvent aller le plus loin dans
les decouvertes, et je seray bien tost obligé ad lampadem aliis tradendam.
Je voudrois avoir beaucoup à communiquer: Car ce vers: Scire tuum nihil
est nisi te scire hoc sciat alter, est le plus vray en ce que des pensées gui
estoient peu de chose en elles memes peuvent donner occasion à des bien
plus belles.

Αλλά ας δούμε εv συντομία την κατάσταση της εξέλιξης του Λο-
γισμού καθώς εξέπνεε ο 17ος αιώνας.

Όπως είναι γνωστό, οι δύο πρωταγωνιστές που οδήγησαν την
κούρσα στον δρόμο προς τον Απειροστικό Λογισμό ήταν ο βρετα-
νός Sir Isaac Newton (1642-1727) και ο γερμανός Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646-1716).

Ο Newton, αφού ολοκλήρωσε τις σπουδές του στο πανεπιστήμιο
του Κέιμπριτζ, απομονώθηκε για μία διετία (1666-1667) στη γενέ-
τειρά του (Wools-thorpe-by-Colsterworth) μετά το κλείσιμο του πα-
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νεπιστημίου λόγω της επιδημίας πανώλης. Σύμφωνα με δηλώσεις
του ίδιου, αυτή η διετία ήταν η πιο γόνιμη περίοδος της επιστη-
μονικής του σταδιοδρομίας. Συγκεκριμένα είχε δηλώσει ότι καθ’
όλη την υπόλοιπη ζωή του ανέπτυσσε τις θεωρίες που είχε συλλά-
βει κατά την διάρκεια αυτής της διετίας της απομόνωσής του. Ο
Newton προσέγγισε τον Λογισμό μέσα από προβλήματα Φυσικής
και Γεωμετρίας με μια εξαιρετικά ενορατική ματιά. Ήδη από το
1671, σε ηλικία 29 ετών, είχε γράψει το περίφημο βιβλίο του επάνω
στη θεωρία και τις εφαρμογές των «fluxions», όπως ονόμαζε τις
παραγώγους, το οποίο όμως δημοσιεύτηκε το 1736, εννέα χρόνια
μετά τον θάνατό του.

Από την άλλη πλευρά, ο Leibniz υπήρξε πρέσβης της Γερμανίας
στο Παρίσι, όπου και συνάντησε τον Huygens το 1672, που ήταν τότε
26 ετών. Ο Huygens ήταν αυτός που έπεισε τον Leibniz να ασχοληθεί
με τα Μαθηματικά, αφού μέχρι τότε οι βασικές του σπουδές ήταν
στα Νομικά, τη Φιλοσοφία, τη Θεολογία και την Ιστορία. Ο Leibniz
προσέγγισε τον Λογισμό αναλυτικά και εστιασμένος πάντα στην
έννοια της εφαπτόμενης ως μέτρο μεταβολής.

Τα μαθηματικά αποτελέσματα της εργασίας του Leibniz παρά-
χθηκαν κυρίως κατά το διάστημα 1673-1676, τα οποία, σε αντίθεση
με τον Newton, δημοσίευε αμέσως. Το γεγονός αυτό δημιούργησε
μια τεράστια διαμάχη μεταξύ των επιστημόνων της Αγγλίας και της
Γερμανίας, για το ποιος είχε την πατρότητα του Απειροστικού Λο-
γισμού, για περισσότερο από έναν αιώνα. Ο Newton υπήρξε πολύ
διστακτικός στη δημοσίευση των αποτελεσμάτων του, παρόλο που
δίδασκε τις θεωρίες του και μιλούσε για αυτές. Σήμερα, μετά από
μια σε βάθος συγκριτική ηλεκτρονική ανάλυση και διασταύρωση των
επιτευγμάτων των Newton και Leibniz γνωρίζουμε ότι και οι δύο
ανακάλυψαν τον Απειροστικό Λογισμό ανεξάρτητα. Πρώτος χρο-
νικά ο Newton, αλλά ο Leibniz είναι εκείνος που πρώτος δημοσίευσε
τη θεωρία του. Φαίνεται ότι η ανακάλυψη του Newton προηγήθηκε
κατά 4-5 έτη αυτής του Leibniz. Είναι όμως ενδιαφέρον ότι αυτή εί-
ναι περίπου και η διαφορά της ηλικίας τους. Σε κάθε περίπτωση και
οι δύο ανακάλυψαν τον Απειροστικό Λογισμό πριν από την ηλικία
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Vous voyés par là Monsieur, qu’on peut exprimer par une serie infinite
une grandeur comme d

1
2xy, ou d1:2xy quoyque cela paroisse eloigné de la
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dx = xdβ, alors ddx sera x·dβ2 et d3x sera = x·dβ3 etc. et dex = x·dβe.
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estoient peu de chose en elles memes peuvent donner occasion à des bien
plus belles.

Αλλά ας δούμε εv συντομία την κατάσταση της εξέλιξης του Λο-
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του Κέιμπριτζ, απομονώθηκε για μία διετία (1666-1667) στη γενέ-
τειρά του (Wools-thorpe-by-Colsterworth) μετά το κλείσιμο του πα-
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λατινικές λέξεις, και αποτελεί μια αρκετά περίπλοκη και ασαφή
απάντηση, σε μαθηματικό επίπεδο, γεγονός που ίσως απέτρεψε τη
συχνή αναφορά της με το πλήρες περιεχόμενό της. Η επίμαχη πα-
ράγραφος ακολουθεί.

Vous voyés par là Monsieur, qu’on peut exprimer par une serie infinite
une grandeur comme d

1
2xy, ou d1:2xy quoyque cela paroisse eloigné de la

Geometrie, qui ne connoist ordinairement que les differences à exponsans
entiers affirmatifs, où les negatives à l’egard des sommes; et pas encore
celles, dont les exponsans sont rompus. Il est vray, qu’il s’agit encor de
donner d1:2x pro illa serie; mains encor cela se peut expliquer en quelque
façon. Car soyent les ordonnees x en progression Geometrique en sorte que
premant une constante dβ soit dx = xdβ : a, ou (premant pour l’unité)
dx = xdβ, alors ddx sera x·dβ2 et d3x sera = x·dβ3 etc. et dex = x·dβe.
Et par cette adresse l’exponsant differential est change en exposant potential
et remettant dx : x pour dβ, il y aura dex = dx : x

e ·x. Ainsi il s’en s[u]it
que d1:2x sera egal à x · 2

√
dx : x. Il y a de l’apparence qu’on tirera un

jour des consequences bien utiles de ces paradoxes, car il n’y a gueres de
paradoxes sans utilité. Vous estes de ceux qui peuvent aller le plus loin dans
les decouvertes, et je seray bien tost obligé ad lampadem aliis tradendam.
Je voudrois avoir beaucoup à communiquer: Car ce vers: Scire tuum nihil
est nisi te scire hoc sciat alter, est le plus vray en ce que des pensées gui
estoient peu de chose en elles memes peuvent donner occasion à des bien
plus belles.

Αλλά ας δούμε εv συντομία την κατάσταση της εξέλιξης του Λο-
γισμού καθώς εξέπνεε ο 17ος αιώνας.

Όπως είναι γνωστό, οι δύο πρωταγωνιστές που οδήγησαν την
κούρσα στον δρόμο προς τον Απειροστικό Λογισμό ήταν ο βρετα-
νός Sir Isaac Newton (1642-1727) και ο γερμανός Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646-1716).

Ο Newton, αφού ολοκλήρωσε τις σπουδές του στο πανεπιστήμιο
του Κέιμπριτζ, απομονώθηκε για μία διετία (1666-1667) στη γενέ-
τειρά του (Wools-thorpe-by-Colsterworth) μετά το κλείσιμο του πα-

Πρόλογος iii

νεπιστημίου λόγω της επιδημίας πανώλης. Σύμφωνα με δηλώσεις
του ίδιου, αυτή η διετία ήταν η πιο γόνιμη περίοδος της επιστη-
μονικής του σταδιοδρομίας. Συγκεκριμένα είχε δηλώσει ότι καθ’
όλη την υπόλοιπη ζωή του ανέπτυσσε τις θεωρίες που είχε συλλά-
βει κατά την διάρκεια αυτής της διετίας της απομόνωσής του. Ο
Newton προσέγγισε τον Λογισμό μέσα από προβλήματα Φυσικής
και Γεωμετρίας με μια εξαιρετικά ενορατική ματιά. Ήδη από το
1671, σε ηλικία 29 ετών, είχε γράψει το περίφημο βιβλίο του επάνω
στη θεωρία και τις εφαρμογές των «fluxions», όπως ονόμαζε τις
παραγώγους, το οποίο όμως δημοσιεύτηκε το 1736, εννέα χρόνια
μετά τον θάνατό του.

Από την άλλη πλευρά, ο Leibniz υπήρξε πρέσβης της Γερμανίας
στο Παρίσι, όπου και συνάντησε τον Huygens το 1672, που ήταν τότε
26 ετών. Ο Huygens ήταν αυτός που έπεισε τον Leibniz να ασχοληθεί
με τα Μαθηματικά, αφού μέχρι τότε οι βασικές του σπουδές ήταν
στα Νομικά, τη Φιλοσοφία, τη Θεολογία και την Ιστορία. Ο Leibniz
προσέγγισε τον Λογισμό αναλυτικά και εστιασμένος πάντα στην
έννοια της εφαπτόμενης ως μέτρο μεταβολής.

Τα μαθηματικά αποτελέσματα της εργασίας του Leibniz παρά-
χθηκαν κυρίως κατά το διάστημα 1673-1676, τα οποία, σε αντίθεση
με τον Newton, δημοσίευε αμέσως. Το γεγονός αυτό δημιούργησε
μια τεράστια διαμάχη μεταξύ των επιστημόνων της Αγγλίας και της
Γερμανίας, για το ποιος είχε την πατρότητα του Απειροστικού Λο-
γισμού, για περισσότερο από έναν αιώνα. Ο Newton υπήρξε πολύ
διστακτικός στη δημοσίευση των αποτελεσμάτων του, παρόλο που
δίδασκε τις θεωρίες του και μιλούσε για αυτές. Σήμερα, μετά από
μια σε βάθος συγκριτική ηλεκτρονική ανάλυση και διασταύρωση των
επιτευγμάτων των Newton και Leibniz γνωρίζουμε ότι και οι δύο
ανακάλυψαν τον Απειροστικό Λογισμό ανεξάρτητα. Πρώτος χρο-
νικά ο Newton, αλλά ο Leibniz είναι εκείνος που πρώτος δημοσίευσε
τη θεωρία του. Φαίνεται ότι η ανακάλυψη του Newton προηγήθηκε
κατά 4-5 έτη αυτής του Leibniz. Είναι όμως ενδιαφέρον ότι αυτή εί-
ναι περίπου και η διαφορά της ηλικίας τους. Σε κάθε περίπτωση και
οι δύο ανακάλυψαν τον Απειροστικό Λογισμό πριν από την ηλικία

βει κατά τη διάρκεια αυτής της διετίας της απομόνωσής του. Ο

με τα Μαθηματικά, αφού μέχρι τότε οι βασικές του σπουδές ήταν 
στα Νομικά, τη Φιλοσοφία, τη Θεολογία και την Ιστορία. Ο Leibniz

επιτευγμάτων των Newton και Leibniz, γνωρίζουμε ότι και οι δύο ανα‑ 
κάλυψαν τον Απειροστικό Λογισμό ανεξάρτητα. Πρώτος χρονικά 
ο Newton, αλλά ο Leibniz είναι εκείνος που πρώτος δημοσίευσε τη 
θεωρία του. Φαίνεται ότι η ανακάλυψη του Newton προηγήθηκε κατά  
4-5 έτη αυτής του Leibniz. Είναι όμως ενδιαφέρον ότι αυτή είναι πε-
ρίπου και η διαφορά της ηλικίας τους. Σε κάθε περίπτωση και οι δύο  
ανακάλυψαν τον Απειροστικό Λογισμό πριν από την ηλικία των 30 ετών.
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των 30 ετών.
Παρόλη αυτή την έντονη δραστηριότητα που παρατηρήθηκε κατά

τα έτη 1667-1673, όταν γεννήθηκε η έννοια της παραγώγου ακέραιης
τάξης, χρειάστηκε να περάσει ακόμα ένα τέταρτο του αιώνα για να
διατυπωθεί από τον L’Hospital το 1695 το ερώτημα για την πα-
ράγωγο κλασματικής τάξης. Ένα ερώτημα που, όπως θα δούμε, η
απάντησή του προσεγγιζόταν σταδιακά για 300 περίπου χρόνια,
χωρίς να ήμαστε απόλυτα σίγουροι ότι έχουμε, ακόμα και σήμερα,
στα χέρια μας την καταλληλότερη και πιο χρήσιμη απάντηση.

Υπάρχουν ορισμένοι πιθανοί λόγοι για τους οποίους ο Κλασμα-
τικός Λογισμός καθυστέρησε να εμφανιστεί κατά τρεις αιώνες. Για
παράδειγμα, μόλις δημοσιεύθηκε το βιβλίο Principia του Newton το
1687, όλος ο επιστημονικός κόσμος της εποχής θεμελίωνε τις εργα-
σίες του με βάση αυτό το βιβλίο, το οποίο είχε ισχυρά γεωμετρικά
θεμέλια. Το επιστημονικό επίπεδο του 17ου, του 18ου και μερικώς
του 19ου αιώνα δεν φαίνεται να χρειαζόταν κάτι παραπάνω από το
περιεχόμενο του Principia, και έτσι επικράτησε η άποψη ότι ο λογι-
σμός που υπήρχε σε αυτό το σύγγραμμα ήταν αρκετός για τη μελέτη
της φύσης. Σε μεγάλο βαθμό αυτό είναι αλήθεια για τα προβλή-
ματα που αφορούν τη Γεωμετρία, αλλά στη Φυσική τα πράγματα
δείχνουν κάπως διαφορετικά. Πραγματικά, η πολυπλοκότητα και
το βάθος στο οποίο μελετάμε σήμερα τα φυσικά φαινόμενα, καθώς
και η μεγάλη ακρίβεια των πειραματικών μετρήσεων, δείχνουν ότι
ο κλασικός λογισμός δεν επαρκεί και ότι μια γενίκευσή του είναι
επιτακτική. Έτσι, ο κλασματικός λογισμός έρχεται να καλύψει αυ-
τήν ακριβώς την ανάγκη. Επειδή αυτή η γενίκευση του συμβατικού
λογισμού που οδηγεί στον κλασματικό λογισμό είναι μια διαδικα-
σία πληρότητας, θα μπορούσε ίσως να συγκριθεί με το πέρασμα
από το ολοκλήρωμα Riemann στο ολοκλήρωμα Lebesque με, όπως
παρατηρούμε, σημαντικότερη επίδραση στη σύγχρονη επιστήμη και
τεχνολογία.

Σήμερα, υπάρχουν πάρα πολλοί ορισμοί της κλασματικής πα-
ραγώγου οι οποίοι προφανώς έχουν κάποιον βαθμό ισοδυναμίας
μεταξύ τους, αλλά σίγουρα δεν ταυτίζονται αριθμητικά. Κρίνοντας

Πρόλογος v

πάντα με βάση την χρησιμότητά τους, βλέπουμε ότι οι σημαντικό-
τεροι από αυτούς τους ορισμούς δεν ξεπερνούν τους τρεις και είναι
γνωστοί με τα ονόματα Riemann-Liouville, όπου η παράγωγος ορί-
ζεται μέσω του ολοκληρώματος, Grünwald-Letnikov, όπου το ολο-
κλήρωμα ορίζεται μέσω της παραγώγου, και Caputo, η οποία ορίζε-
ται έτσι ώστε να μπορούν να εφαρμοσθούν συνοριακές συνθήκες σε
προβλήματα διαφορικών εξισώσεων. Οι χρησιμοποιούμενοι σήμερα
ορισμοί των κλασματικών τελεστών της παραγώγισης και ολοκλή-
ρωσης είναι απόρροια πολλών σταδιακών εξελίξεων που πέρασαν
μέσα από μαθηματικούς όπως οι Euler, Lagrange, Peacock, Laplace,
Lacroix, Fourier, Abel, De Morgan, Liouville, Center, Riemann, Grün-
wald, Letnikov και πολλοί άλλοι μαθηματικοί του 20ού αιώνα. Μια
εκτενή ιστορική ανασκόπηση μπορεί να βρει ο αναγνώστης στην
αναφορά [Oldmam + Spanier]. Στη Βιβλιογραφία, στο τέλος του βι-
βλίου, αναφέρουμε 32 συγγράμματα για τον Κλασματικό Λογισμό,
που αποτελούν το κύριο μέρος της σύγχρονης βιβλιογραφίας.

Το παρόν βιβλίο γράφτηκε έχοντας τρεις συγκεκριμένους στό-
χους που παρουσιάζονται σε τρία επίπεδα. Το πρώτο είναι η διά-
δοση της εξαιρετικά ενδιαφέρουσας ιδέας του τι ακριβώς σημαίνει
παραγώγιση και ολοκλήρωση όταν η τάξη είναι ένας πραγματικός
ή ακόμα και ένας μιγαδικός αριθμός. Αυτό το επίπεδο έχει παρου-
σιαστεί στο πρώτο κεφάλαιο με πολύ απλό και αναλυτικό τρόπο,
με πολλά παραδείγματα, και απευθύνεται σε οποιονδήποτε γνωρί-
ζει τις βασικές έννοιες της παραγώγου, του ολοκληρώματος και της
σειράς. Το πρώτο κεφάλαιο βασίζεται κυρίως σε διαισθητικά και
περιγραφικά επιχειρήματα και βοηθάει να απαντηθούν ερωτήματα
που γεννάει η περιέργεια και ίσως διεγείρει και το ενδιαφέρον για
πρόσθετη μελέτη ή και απλές εφαρμογές.

Το δεύτερο επίπεδο, που παρουσιάζεται στα Κεφάλαια 2-6, είναι
πιο απαιτητικό, καλύπτει στοιχειωδώς τη θεωρία και αντιμετωπί-
ζει με μεγαλύτερη αυστηρότητα τις έννοιες που αναπτύχθηκαν στο
πρώτο μέρος. Οι απαιτήσεις για αυτό το μέρος του βιβλίου είναι
λίγο ψηλότερες αλλά βρίσκονται πάντα στα πλαίσια των μαθημά-
των Πραγματικής και Μιγαδικής Ανάλυσης καθώς και Διαφορικών
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των 30 ετών.
Παρόλη αυτή την έντονη δραστηριότητα που παρατηρήθηκε κατά

τα έτη 1667-1673, όταν γεννήθηκε η έννοια της παραγώγου ακέραιης
τάξης, χρειάστηκε να περάσει ακόμα ένα τέταρτο του αιώνα για να
διατυπωθεί από τον L’Hospital το 1695 το ερώτημα για την πα-
ράγωγο κλασματικής τάξης. Ένα ερώτημα που, όπως θα δούμε, η
απάντησή του προσεγγιζόταν σταδιακά για 300 περίπου χρόνια,
χωρίς να ήμαστε απόλυτα σίγουροι ότι έχουμε, ακόμα και σήμερα,
στα χέρια μας την καταλληλότερη και πιο χρήσιμη απάντηση.

Υπάρχουν ορισμένοι πιθανοί λόγοι για τους οποίους ο Κλασμα-
τικός Λογισμός καθυστέρησε να εμφανιστεί κατά τρεις αιώνες. Για
παράδειγμα, μόλις δημοσιεύθηκε το βιβλίο Principia του Newton το
1687, όλος ο επιστημονικός κόσμος της εποχής θεμελίωνε τις εργα-
σίες του με βάση αυτό το βιβλίο, το οποίο είχε ισχυρά γεωμετρικά
θεμέλια. Το επιστημονικό επίπεδο του 17ου, του 18ου και μερικώς
του 19ου αιώνα δεν φαίνεται να χρειαζόταν κάτι παραπάνω από το
περιεχόμενο του Principia, και έτσι επικράτησε η άποψη ότι ο λογι-
σμός που υπήρχε σε αυτό το σύγγραμμα ήταν αρκετός για τη μελέτη
της φύσης. Σε μεγάλο βαθμό αυτό είναι αλήθεια για τα προβλή-
ματα που αφορούν τη Γεωμετρία, αλλά στη Φυσική τα πράγματα
δείχνουν κάπως διαφορετικά. Πραγματικά, η πολυπλοκότητα και
το βάθος στο οποίο μελετάμε σήμερα τα φυσικά φαινόμενα, καθώς
και η μεγάλη ακρίβεια των πειραματικών μετρήσεων, δείχνουν ότι
ο κλασικός λογισμός δεν επαρκεί και ότι μια γενίκευσή του είναι
επιτακτική. Έτσι, ο κλασματικός λογισμός έρχεται να καλύψει αυ-
τήν ακριβώς την ανάγκη. Επειδή αυτή η γενίκευση του συμβατικού
λογισμού που οδηγεί στον κλασματικό λογισμό είναι μια διαδικα-
σία πληρότητας, θα μπορούσε ίσως να συγκριθεί με το πέρασμα
από το ολοκλήρωμα Riemann στο ολοκλήρωμα Lebesque με, όπως
παρατηρούμε, σημαντικότερη επίδραση στη σύγχρονη επιστήμη και
τεχνολογία.

Σήμερα, υπάρχουν πάρα πολλοί ορισμοί της κλασματικής πα-
ραγώγου οι οποίοι προφανώς έχουν κάποιον βαθμό ισοδυναμίας
μεταξύ τους, αλλά σίγουρα δεν ταυτίζονται αριθμητικά. Κρίνοντας

	   Υπάρχουν ορισμένοι πιθανοί λόγοι για τους οποίους ο Κλασμα-
τικός Λογισμός καθυστέρησε να εμφανιστεί κατά τρεις αιώνες.  
Για παράδειγμα, μόλις δημοσιεύθηκε το βιβλίο Principia του Newton 
το 1687, όλος ο επιστημονικός κόσμος της εποχής θεμελίωνε τις 
εργασίες του με βάση αυτό το βιβλίο, το οποίο είχε ισχυρά γε-
ωμετρικά θεμέλια. Το επιστημονικό επίπεδο του 17ου, του 18ου 
και μερικώς του 19ου αιώνα δεν φαίνεται να χρειαζόταν κάτι 
παραπάνω από το περιεχόμενο του Principia, και έτσι εδραιώθηκε 
η άποψη ότι ο Λογισμός που υπήρχε σε αυτό το σύγγραμμα ήταν  
αρκετός για τη μελέτη της φύσης. Σε μεγάλο βαθμό αυτό είναι  
αλήθεια για τα προβλήματα που αφορούν τη Γεωμετρία, αλλά στη 
Φυσική τα πράγματα δείχνουν κάπως διαφορετικά. Πραγματικά, η 
πολυπλοκότητα και το βάθος στο οποίο μελετάμε σήμερα τα φυσικά 
φαινόμενα, καθώς και η μεγάλη ακρίβεια των πειραματικών με-
τρήσεων, δείχνουν ότι ο Κλασικός Λογισμός δεν επαρκεί και ότι μια  
γενίκευσή του είναι επιτακτική. Έτσι, ο Κλασματικός Λογισμός έρχεται 
να καλύψει αυτήν ακριβώς την ανάγκη. Επειδή αυτή η γενίκευση του 
συμβατικού λογισμού που οδηγεί στον Κλασματικό Λογισμό είναι 
μια διαδικασία πληρότητας, θα μπορούσε ίσως να συγκριθεί με το 
πέρασμα από το ολοκλήρωμα Riemann στο ολοκλήρωμα Lebesque 
με, όπως παρατηρούμε, σημαντικότερη επίδραση στη σύγχρονη επι-
στήμη και τεχνολογία.
	 Σήμερα, υπάρχουν πάρα πολλοί ορισμοί της κλασματικής πα- 
ραγώγου, οι οποίοι προφανώς έχουν κάποιον βαθμό ισοδυναμίας 
μεταξύ τους, αλλά σίγουρα δεν ταυτίζονται αριθμητικά. Κρίνοντας 
πάντα με βάση τη χρησιμότητά τους, βλέπουμε ότι οι σημαντικότεροι

απάντησή του προσεγγιζόταν σταδιακά για περίπου 300 χρόνια,
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των 30 ετών.
Παρόλη αυτή την έντονη δραστηριότητα που παρατηρήθηκε κατά

τα έτη 1667-1673, όταν γεννήθηκε η έννοια της παραγώγου ακέραιης
τάξης, χρειάστηκε να περάσει ακόμα ένα τέταρτο του αιώνα για να
διατυπωθεί από τον L’Hospital το 1695 το ερώτημα για την πα-
ράγωγο κλασματικής τάξης. Ένα ερώτημα που, όπως θα δούμε, η
απάντησή του προσεγγιζόταν σταδιακά για 300 περίπου χρόνια,
χωρίς να ήμαστε απόλυτα σίγουροι ότι έχουμε, ακόμα και σήμερα,
στα χέρια μας την καταλληλότερη και πιο χρήσιμη απάντηση.

Υπάρχουν ορισμένοι πιθανοί λόγοι για τους οποίους ο Κλασμα-
τικός Λογισμός καθυστέρησε να εμφανιστεί κατά τρεις αιώνες. Για
παράδειγμα, μόλις δημοσιεύθηκε το βιβλίο Principia του Newton το
1687, όλος ο επιστημονικός κόσμος της εποχής θεμελίωνε τις εργα-
σίες του με βάση αυτό το βιβλίο, το οποίο είχε ισχυρά γεωμετρικά
θεμέλια. Το επιστημονικό επίπεδο του 17ου, του 18ου και μερικώς
του 19ου αιώνα δεν φαίνεται να χρειαζόταν κάτι παραπάνω από το
περιεχόμενο του Principia, και έτσι επικράτησε η άποψη ότι ο λογι-
σμός που υπήρχε σε αυτό το σύγγραμμα ήταν αρκετός για τη μελέτη
της φύσης. Σε μεγάλο βαθμό αυτό είναι αλήθεια για τα προβλή-
ματα που αφορούν τη Γεωμετρία, αλλά στη Φυσική τα πράγματα
δείχνουν κάπως διαφορετικά. Πραγματικά, η πολυπλοκότητα και
το βάθος στο οποίο μελετάμε σήμερα τα φυσικά φαινόμενα, καθώς
και η μεγάλη ακρίβεια των πειραματικών μετρήσεων, δείχνουν ότι
ο κλασικός λογισμός δεν επαρκεί και ότι μια γενίκευσή του είναι
επιτακτική. Έτσι, ο κλασματικός λογισμός έρχεται να καλύψει αυ-
τήν ακριβώς την ανάγκη. Επειδή αυτή η γενίκευση του συμβατικού
λογισμού που οδηγεί στον κλασματικό λογισμό είναι μια διαδικα-
σία πληρότητας, θα μπορούσε ίσως να συγκριθεί με το πέρασμα
από το ολοκλήρωμα Riemann στο ολοκλήρωμα Lebesque με, όπως
παρατηρούμε, σημαντικότερη επίδραση στη σύγχρονη επιστήμη και
τεχνολογία.

Σήμερα, υπάρχουν πάρα πολλοί ορισμοί της κλασματικής πα-
ραγώγου οι οποίοι προφανώς έχουν κάποιον βαθμό ισοδυναμίας
μεταξύ τους, αλλά σίγουρα δεν ταυτίζονται αριθμητικά. Κρίνοντας
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πάντα με βάση την χρησιμότητά τους, βλέπουμε ότι οι σημαντικό-
τεροι από αυτούς τους ορισμούς δεν ξεπερνούν τους τρεις και είναι
γνωστοί με τα ονόματα Riemann-Liouville, όπου η παράγωγος ορί-
ζεται μέσω του ολοκληρώματος, Grünwald-Letnikov, όπου το ολο-
κλήρωμα ορίζεται μέσω της παραγώγου, και Caputo, η οποία ορίζε-
ται έτσι ώστε να μπορούν να εφαρμοσθούν συνοριακές συνθήκες σε
προβλήματα διαφορικών εξισώσεων. Οι χρησιμοποιούμενοι σήμερα
ορισμοί των κλασματικών τελεστών της παραγώγισης και ολοκλή-
ρωσης είναι απόρροια πολλών σταδιακών εξελίξεων που πέρασαν
μέσα από μαθηματικούς όπως οι Euler, Lagrange, Peacock, Laplace,
Lacroix, Fourier, Abel, De Morgan, Liouville, Center, Riemann, Grün-
wald, Letnikov και πολλοί άλλοι μαθηματικοί του 20ού αιώνα. Μια
εκτενή ιστορική ανασκόπηση μπορεί να βρει ο αναγνώστης στην
αναφορά [Oldmam + Spanier]. Στη Βιβλιογραφία, στο τέλος του βι-
βλίου, αναφέρουμε 32 συγγράμματα για τον Κλασματικό Λογισμό,
που αποτελούν το κύριο μέρος της σύγχρονης βιβλιογραφίας.

Το παρόν βιβλίο γράφτηκε έχοντας τρεις συγκεκριμένους στό-
χους που παρουσιάζονται σε τρία επίπεδα. Το πρώτο είναι η διά-
δοση της εξαιρετικά ενδιαφέρουσας ιδέας του τι ακριβώς σημαίνει
παραγώγιση και ολοκλήρωση όταν η τάξη είναι ένας πραγματικός
ή ακόμα και ένας μιγαδικός αριθμός. Αυτό το επίπεδο έχει παρου-
σιαστεί στο πρώτο κεφάλαιο με πολύ απλό και αναλυτικό τρόπο,
με πολλά παραδείγματα, και απευθύνεται σε οποιονδήποτε γνωρί-
ζει τις βασικές έννοιες της παραγώγου, του ολοκληρώματος και της
σειράς. Το πρώτο κεφάλαιο βασίζεται κυρίως σε διαισθητικά και
περιγραφικά επιχειρήματα και βοηθάει να απαντηθούν ερωτήματα
που γεννάει η περιέργεια και ίσως διεγείρει και το ενδιαφέρον για
πρόσθετη μελέτη ή και απλές εφαρμογές.

Το δεύτερο επίπεδο, που παρουσιάζεται στα Κεφάλαια 2-6, είναι
πιο απαιτητικό, καλύπτει στοιχειωδώς τη θεωρία και αντιμετωπί-
ζει με μεγαλύτερη αυστηρότητα τις έννοιες που αναπτύχθηκαν στο
πρώτο μέρος. Οι απαιτήσεις για αυτό το μέρος του βιβλίου είναι
λίγο ψηλότερες αλλά βρίσκονται πάντα στα πλαίσια των μαθημά-
των Πραγματικής και Μιγαδικής Ανάλυσης καθώς και Διαφορικών
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των 30 ετών.
Παρόλη αυτή την έντονη δραστηριότητα που παρατηρήθηκε κατά

τα έτη 1667-1673, όταν γεννήθηκε η έννοια της παραγώγου ακέραιης
τάξης, χρειάστηκε να περάσει ακόμα ένα τέταρτο του αιώνα για να
διατυπωθεί από τον L’Hospital το 1695 το ερώτημα για την πα-
ράγωγο κλασματικής τάξης. Ένα ερώτημα που, όπως θα δούμε, η
απάντησή του προσεγγιζόταν σταδιακά για 300 περίπου χρόνια,
χωρίς να ήμαστε απόλυτα σίγουροι ότι έχουμε, ακόμα και σήμερα,
στα χέρια μας την καταλληλότερη και πιο χρήσιμη απάντηση.

Υπάρχουν ορισμένοι πιθανοί λόγοι για τους οποίους ο Κλασμα-
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παράδειγμα, μόλις δημοσιεύθηκε το βιβλίο Principia του Newton το
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το βάθος στο οποίο μελετάμε σήμερα τα φυσικά φαινόμενα, καθώς
και η μεγάλη ακρίβεια των πειραματικών μετρήσεων, δείχνουν ότι
ο κλασικός λογισμός δεν επαρκεί και ότι μια γενίκευσή του είναι
επιτακτική. Έτσι, ο κλασματικός λογισμός έρχεται να καλύψει αυ-
τήν ακριβώς την ανάγκη. Επειδή αυτή η γενίκευση του συμβατικού
λογισμού που οδηγεί στον κλασματικό λογισμό είναι μια διαδικα-
σία πληρότητας, θα μπορούσε ίσως να συγκριθεί με το πέρασμα
από το ολοκλήρωμα Riemann στο ολοκλήρωμα Lebesque με, όπως
παρατηρούμε, σημαντικότερη επίδραση στη σύγχρονη επιστήμη και
τεχνολογία.

Σήμερα, υπάρχουν πάρα πολλοί ορισμοί της κλασματικής πα-
ραγώγου οι οποίοι προφανώς έχουν κάποιον βαθμό ισοδυναμίας
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Το πρώτο κεφάλαιο βασίζεται
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Εξισώσεων ενός τυπικού προγράμματος προπτυχιακής πανεπιστη-
μιακής εκπαίδευσης.

Τέλος, το τρίτο επίπεδο αναφέρεται σε Κλασματικές Διαφορικές
Εξισώσεις, στις εφαρμογές του Κλασματικού Λογισμού και κυρίως
στις εφαρμογές των Κλασματικών Διαφορικών Εξισώσεων σε θέ-
ματα της επιστήμης και της σύγχρονης τεχνολογίας, όπως είναι η
Θεωρία της Διάχυσης, η Γνωστική Ψυχολογία, η Φαρμακολογία και
άλλες περιοχές επιστημονικής έρευνας. Αυτό το μέρος των εφαρμο-
γών παρουσιάζεται στο κεφάλαιο 10.

Πολλές από τις απαιτούμενες μαθηματικές αποδείξεις είναι εξαι-
ρετικά μακροσκελείς και τεχνικές και για αυτό έχουμε αποφύγει
να τις συμπεριλάβουμε. Ο ουσιαστικός λόγος είναι ότι το παρόν
βιβλίο δεν αποβλέπει σε μια εξαντλητική παρουσίαση της θεωρίας.
Αντί αυτού προτιμήθηκε να δοθεί μια σύντομη μαθηματική εισα-
γωγή στον Κλασματικό Λογισμό που οδηγεί με τον συντομότερο
τρόπο στις εφαρμογές. Αν μια απόδειξη γίνεται πολύ τεχνική όταν
βασίζεται σε πολύ ασθενείς υποθέσεις, ενώ είναι πολύ πιο απλή
όταν οι υποθέσεις είναι ισχυρότερες, τότε προτιμήσαμε να διατυ-
πώσουμε το αποτέλεσμα στη γενική μορφή του και να το αποδεί-
ξουμε αποδεχόμενοι τις ισχυρότερες συνθήκες. Με αυτόν τον τρόπο
εξασφαλίζουμε το γενικό συμπέρασμα και αποκτούμε τη βασική
ιδέα της απόδειξης σε μια ειδική μορφή. Αυτός ο κανόνας διατή-
ρησε το μέγεθος του βιβλίου σε λογικό επίπεδο, αποφεύγοντας να
αποθαρρυνθεί ο αναγνώστης λόγω της έκτασης του βιβλίου. Για
παράδειγμα, το σημαντικό αποτέλεσμα ότι υπό ορισμένες συνθή-
κες η θεωρία Grünwald-Letnikov είναι ισοδύναμη με την θεωρία
Riemann-Liouville απαιτεί πολλούς λεπτούς μαθηματικούς χειρι-
σμούς τους οποίους μπορούμε να αποδεχτούμε, σε αυτό το επίπεδο
παρουσίασης, χωρίς να βλάψουμε την ανάπτυξη του βασικού μας
στόχου.

Ένα τελευταίο σχόλιο αφορά τη μαθηματική αυστηρότητα. Για
να αποφευχθούν οι επαναλήψεις των αυστηρών συνθηκών κάτω από
τις οποίες ισχύουν τα διατυπωμένα αποτελέσματα, συχνά δεν ανα-
φέρονται όλοι οι περιορισμοί, όπως για παράδειγμα η ύπαρξη μιας
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παραγώγου. Σε όλες αυτές τις περιπτώσεις υποθέτουμε ότι για ό,τι
κάνουμε ισχύουν οι προϋποθέσεις για να είναι μαθηματικά σωστό.

Το βιβλίο περιέχει πολλές επαναλήψεις οι οποίες αποσκοπούν
στην εξοικείωση του αναγνώστη με τον τρόπο αντιμετώπισης της
νέας αυτής θεωρίας. Ειδικά όταν αυτή η θεωρία απαιτεί μια οπτική
γωνία προσέγγισης διαφορετική από αυτή του κλασικού λογισμού.

Η παρούσα εισαγωγή στον Κλασματικό Λογισμό βασίστηκε στις
σημειώσεις του Σεμιναρίου Εφαρμοσμένων Μαθηματικών, που ανα-
λύθηκε για δύο χρόνια στο Τμήμα Χημικών Μηχανικών του Πανε-
πιστημίου Πατρών. Θέλω να ευχαριστήσω την ομάδα των συναδέλ-
φων και των μεταπτυχιακών φοιτητών που το παρακολούθησαν και
κυρίως για τον εποικοδομητικό διάλογο που είχαμε σε κάθε συνά-
ντησή μας. Η συγγραφή ενός μαθηματικού βιβλίου επάνω σε ένα
θέμα που για πρώτη φορά εμφανίζεται στην ελληνική βιβλιογραφία
παρουσιάζει εγγενείς δυσκολίες. Ο υποψήφιος διδάκτωρ Νικόλαος
Κόλλας σάρωσε στην κυριολεξία το κείμενο λέξη προς λέξη και τύπο
προς τύπο με αποτέλεσμα να διορθωθούν πολλά λάθη και παρα-
λείψεις μου. Χωρίς τη βοήθειά του δεν είμαι σίγουρος ότι αυτό το
βιβλίο θα έφτανε ποτέ μέχρι τον εκδότη.

Τέλος, για όποια λάθη έχουν διαφύγει της προσοχής μας, η απο-
κλειστική ευθύνη βαρύνει τον συγγραφέα και μόνο.

Γεώργιος Δάσιος
Νοέμβριος 2019.
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Κόλλας σάρωσε στην κυριολεξία το κείμενο λέξη προς λέξη και τύπο
προς τύπο με αποτέλεσμα να διορθωθούν πολλά λάθη και παρα-
λείψεις μου. Χωρίς τη βοήθειά του δεν είμαι σίγουρος ότι αυτό το
βιβλίο θα έφτανε ποτέ μέχρι τον εκδότη.

Τέλος, για όποια λάθη έχουν διαφύγει της προσοχής μας, η απο-
κλειστική ευθύνη βαρύνει τον συγγραφέα και μόνο.

Γεώργιος Δάσιος
Νοέμβριος 2019.

	   Το βιβλίο περιέχει πολλές επαναλήψεις, οι οποίες αποσκοπούν 

	   Η παρούσα εισαγωγή στον Κλασματικό Λογισμό βασίστηκε στις
σημειώσεις του Σεμιναρίου Εφαρμοσμένων Μαθηματικών, που ανα-
λύθηκε για δύο χρόνια στο Τμήμα Χημικών Μηχανικών του Πανε-
πιστημίου Πατρών. Θέλω να ευχαριστήσω την ομάδα των συναδέλ-
φων και των μεταπτυχιακών φοιτητών που το παρακολούθησαν και
κυρίως για τον εποικοδομητικό διάλογο που είχαμε σε κάθε συνά-
ντησή μας. Η συγγραφή ενός μαθηματικού βιβλίου επάνω σε ένα
θέμα που για πρώτη φορά εμφανίζεται στην ελληνική βιβλιογραφία
παρουσιάζει εγγενείς δυσκολίες. Ο διδάκτορας Νικόλαος Κόλλας 
σάρωσε στην κυριολεξία το κείμενο λέξη προς λέξη και τύπο, με 
αποτέλεσμα να διορθωθούν πολλά λάθη και παραλείψεις μου. Χωρίς 
τη βοήθειά του δεν είμαι σίγουρος ότι αυτό το βιβλίο θα έφτανε ποτέ 
μέχρι τον εκδότη. 

Γεώργιος Δάσιος
Νοέμβριος 2019

Κλασικού Λογισμού.
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Κεφάλαιο 1

ΕΙΣΑΓΩΓΙΚΑ ΣΤΟΙΧΕΙΑ

1.1 Επέκταση εννοιών

Ας ανακαλέσουμε έναν γνωστό μας τρόπο επέκτασης μιας μαθημα-
τικής έννοιας, που ισχύει για ένα σύνολο τιμών μιας παραμέτρου,
σε ένα μεγαλύτερο σύνολο τιμών της παραμέτρου. Γνωρίζουμε την
έννοια του γινομένου n επαναλήψεων ενός αριθμού x, είναι το xn.
Γνωρίζουμε επίσης την έννοια της ρίζας n-τάξης ενός αριθμού x

είναι η x
1
n . Αλλά πώς περνάμε από τους ακεραίους n, ή τους αντί-

στροφους ακεραίους 1
n , σε έναν πραγματικό εκθέτη του x; Τι ση-

μαίνει xp, p ∈ R; Για να επιτύχουμε αυτήν την επέκταση, χρειάζεται
να αλλάξουμε τον τρόπο που βλέπουμε τις δυνάμεις και τις ρίζες.
Χρειάζεται να τις προσεγγίσουμε με έναν τρόπο που να επιδέχεται
άμεση γενίκευση στο σύνολο των πραγματικών αριθμών. Για τον
σκοπό αυτό ορίζουμε τη συνάρτηση

lnx =

x∫

1

dt

t
, x > 0 (1.1)

η οποία είναι ένα προς ένα και επί από το σύνολο (0,+∞) στο
σύνολο (−∞,+∞). Συνεπώς, υπάρχει η αντίστροφός της που συμ-
βολίζουμε με

f(x) = ex, x ∈ R (1.2)

Ας ανακαλέσουμε έναν γνωστό μας τρόπο επέκτασης μιας μαθημα‑ 
τικής έννοιας, που ισχύει για ένα σύνολο τιμών μιας παραμέτρου, 

σκοπό αυτόν ορίζουμε τη συνάρτηση

Εισαγωγικά στοιχεία

-τάξης ενός αριθμού

Κεφάλαιο 1

ΕΙΣΑΓΩΓΙΚΑ ΣΤΟΙΧΕΙΑ

1.1 Επέκταση εννοιών

Ας ανακαλέσουμε έναν γνωστό μας τρόπο επέκτασης μιας μαθημα-
τικής έννοιας, που ισχύει για ένα σύνολο τιμών μιας παραμέτρου,
σε ένα μεγαλύτερο σύνολο τιμών της παραμέτρου. Γνωρίζουμε την
έννοια του γινομένου n επαναλήψεων ενός αριθμού x, είναι το xn.
Γνωρίζουμε επίσης την έννοια της ρίζας n-τάξης ενός αριθμού x

είναι η x
1
n . Αλλά πώς περνάμε από τους ακεραίους n, ή τους αντί-

στροφους ακεραίους 1
n , σε έναν πραγματικό εκθέτη του x; Τι ση-

μαίνει xp, p ∈ R; Για να επιτύχουμε αυτήν την επέκταση, χρειάζεται
να αλλάξουμε τον τρόπο που βλέπουμε τις δυνάμεις και τις ρίζες.
Χρειάζεται να τις προσεγγίσουμε με έναν τρόπο που να επιδέχεται
άμεση γενίκευση στο σύνολο των πραγματικών αριθμών. Για τον
σκοπό αυτό ορίζουμε τη συνάρτηση

lnx =

x∫

1

dt

t
, x > 0 (1.1)

η οποία είναι ένα προς ένα και επί από το σύνολο (0,+∞) στο
σύνολο (−∞,+∞). Συνεπώς, υπάρχει η αντίστροφός της που συμ-
βολίζουμε με

f(x) = ex, x ∈ R (1.2)

,

Κεφάλαιο 1
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η οποία είναι επίσης ένα προς ένα και επί από το σύνολο (−∞,+∞)

στο σύνολο (0,+∞). Έτσι εξασφαλίζουμε ότι η σχέση

x = elnx (1.3)

ισχύει για κάθε x > 0. Η (1.3) εκφράζει την ταυτοτική συνάρτηση x,
με τη βοήθεια της εκθετικής συνάρτησης ex η οποία είναι ορισμένη
για κάθε πραγματική τιμή του εκθέτη. Κατά συνέπεια, μπορούμε
να ορίσουμε μια οποιαδήποτε δύναμη του αριστερού μέλους της
(1.3) με την αντίστοιχη δύναμη του δεξιού της μέλους. Δηλαδή

xp = eplnx, x > 0, p ∈ R. (1.4)

Μια αντίστοιχη διαδικασία θα πρέπει να αναζητηθεί για να περά-
σουμε από τις έννοιες της παραγώγισης και ολοκλήρωσης ακέραιης
τάξης σε αυτές για κλασματική, πραγματική ή και μιγαδική τάξη
παραγώγισης και ολοκλήρωσης. Οι παραγωγίσεις ακέραιης τάξης
συμβολίζονται ως

d
dx f(x) = f (1)(x) (1.5)

d2

dx2
f(x) = f (2)(x) (1.6)

...
dn

dxn
f(x) = f (n)(x). (1.7)

Οι ολοκληρώσεις ακέραιης τάξης συμβολίζονται ως
x∫

a

f(t1)dt1 = f (−1)(x) (1.8)

x∫

a

dt2

t2∫

a

f(t1)dt1 = f (−2)(x) (1.9)

...
x∫

a

dtn

tn∫

a

dtn−1 · · ·
t2∫

a

f(t1)dt1 = f (−n)(x) (1.10)
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όπου a είναι κάποιος πραγματικός αριθμός.
Σημειώνουμε εδώ ότι η τιμή των ολοκληρωμάτων f (−n)(x) εξαρ-

τάται από την παράμετρο a, ακριβώς γιατί η ολοκλήρωση, ως ολική
ιδιότητα, εξαρτάται από όλες τις τιμές που παίρνει η f στο διά-
στημα [a, x]. Από την άλλη πλευρά, η παραγώγιση, ως τοπική ιδιό-
τητα της συνάρτησης, εξαρτάται αποκλειστικά και μόνον από τις τι-
μές της συνάρτησης σε μια οσονδήποτε μικρή γειτονιά του σημείου
υπολογισμού x. Στόχος μας λοιπόν είναι να βρούμε μια άλλη αναπα-
ράσταση της παραγώγου και του ολοκληρώματος που να επιδέχεται
την επέκταση της συνάρτησης f (n)(x), με n ακέραιο, στη συνάρτηση
f (p)(x), με p πραγματικό ή ακόμα και μιγαδικό αριθμό, καθώς και να
καθορίσουμε ποιες τιμές του p αντιπροσωπεύουν παραγώγιση και
ποιες ολοκλήρωση. Με άλλα λόγια, θέλουμε να δημιουργήσουμε μια
διαδικασία παρεμβολής ανάμεσα στις παραγώγους (1.5)-(1.7) και
ανάμεσα στα ολοκληρώματα (1.8)-(1.10). Το σύμβολο που θα χρησι-
μοποιούμε για να δηλώνουμε παραγώγιση, ή ολοκλήρωση, οποιασ-
δήποτε τάξης p είναι

aD
p
xf(x)

όπου το a δηλώνει το κάτω όριο ολοκλήρωσης και x το άνω όριο
ολοκλήρωσης. Οι τιμές p > 0 αντιστοιχούν σε παραγώγιση, οι τιμές
p < 0 αντιστοιχούν σε ολοκλήρωση και προφανώς η τιμή p = 0 δια-
τηρεί τη συνάρτηση αναλλοίωτη, δηλαδή ο τελεστής aD

0
xf(x) είναι

ταυτοτικός. Η κλασματική ολοκλήρωση δηλώνεται συχνά και με το
σύμβολο

aD
−p
x f(x), p > 0.

Τα όρια ολοκλήρωσης a και x αναφέρονται συχνά και ως «άκρα».
Ο λόγος για τον οποίο διατηρούμε το κάτω άκρο και στον ορισμό
της παραγώγου οφείλεται στο ότι, όπως θα δούμε στη συνέχεια, και
η κλασματική παραγώγιση ορίζεται με τη βοήθεια ενός ολοκληρώ-
ματος.
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η οποία είναι επίσης ένα προς ένα και επί από το σύνολο (−∞,+∞)

στο σύνολο (0,+∞). Έτσι εξασφαλίζουμε ότι η σχέση

x = elnx (1.3)

ισχύει για κάθε x > 0. Η (1.3) εκφράζει την ταυτοτική συνάρτηση x,
με τη βοήθεια της εκθετικής συνάρτησης ex η οποία είναι ορισμένη
για κάθε πραγματική τιμή του εκθέτη. Κατά συνέπεια, μπορούμε
να ορίσουμε μια οποιαδήποτε δύναμη του αριστερού μέλους της
(1.3) με την αντίστοιχη δύναμη του δεξιού της μέλους. Δηλαδή

xp = eplnx, x > 0, p ∈ R. (1.4)

Μια αντίστοιχη διαδικασία θα πρέπει να αναζητηθεί για να περά-
σουμε από τις έννοιες της παραγώγισης και ολοκλήρωσης ακέραιης
τάξης σε αυτές για κλασματική, πραγματική ή και μιγαδική τάξη
παραγώγισης και ολοκλήρωσης. Οι παραγωγίσεις ακέραιης τάξης
συμβολίζονται ως

d
dx f(x) = f (1)(x) (1.5)

d2

dx2
f(x) = f (2)(x) (1.6)

...
dn

dxn
f(x) = f (n)(x). (1.7)

Οι ολοκληρώσεις ακέραιης τάξης συμβολίζονται ως
x∫

a

f(t1)dt1 = f (−1)(x) (1.8)

x∫

a

dt2

t2∫

a

f(t1)dt1 = f (−2)(x) (1.9)

...
x∫

a

dtn

tn∫

a

dtn−1 · · ·
t2∫

a

f(t1)dt1 = f (−n)(x) (1.10)
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όπου a είναι κάποιος πραγματικός αριθμός.
Σημειώνουμε εδώ ότι η τιμή των ολοκληρωμάτων f (−n)(x) εξαρ-

τάται από την παράμετρο a, ακριβώς γιατί η ολοκλήρωση, ως ολική
ιδιότητα, εξαρτάται από όλες τις τιμές που παίρνει η f στο διά-
στημα [a, x]. Από την άλλη πλευρά, η παραγώγιση, ως τοπική ιδιό-
τητα της συνάρτησης, εξαρτάται αποκλειστικά και μόνον από τις τι-
μές της συνάρτησης σε μια οσονδήποτε μικρή γειτονιά του σημείου
υπολογισμού x. Στόχος μας λοιπόν είναι να βρούμε μια άλλη αναπα-
ράσταση της παραγώγου και του ολοκληρώματος που να επιδέχεται
την επέκταση της συνάρτησης f (n)(x), με n ακέραιο, στη συνάρτηση
f (p)(x), με p πραγματικό ή ακόμα και μιγαδικό αριθμό, καθώς και να
καθορίσουμε ποιες τιμές του p αντιπροσωπεύουν παραγώγιση και
ποιες ολοκλήρωση. Με άλλα λόγια, θέλουμε να δημιουργήσουμε μια
διαδικασία παρεμβολής ανάμεσα στις παραγώγους (1.5)-(1.7) και
ανάμεσα στα ολοκληρώματα (1.8)-(1.10). Το σύμβολο που θα χρησι-
μοποιούμε για να δηλώνουμε παραγώγιση, ή ολοκλήρωση, οποιασ-
δήποτε τάξης p είναι

aD
p
xf(x)

όπου το a δηλώνει το κάτω όριο ολοκλήρωσης και x το άνω όριο
ολοκλήρωσης. Οι τιμές p > 0 αντιστοιχούν σε παραγώγιση, οι τιμές
p < 0 αντιστοιχούν σε ολοκλήρωση και προφανώς η τιμή p = 0 δια-
τηρεί τη συνάρτηση αναλλοίωτη, δηλαδή ο τελεστής aD

0
xf(x) είναι

ταυτοτικός. Η κλασματική ολοκλήρωση δηλώνεται συχνά και με το
σύμβολο

aD
−p
x f(x), p > 0.

Τα όρια ολοκλήρωσης a και x αναφέρονται συχνά και ως «άκρα».
Ο λόγος για τον οποίο διατηρούμε το κάτω άκρο και στον ορισμό
της παραγώγου οφείλεται στο ότι, όπως θα δούμε στη συνέχεια, και
η κλασματική παραγώγιση ορίζεται με τη βοήθεια ενός ολοκληρώ-
ματος.
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1.2 Κλασματική παραγώγιση της συνάρτησης xα

(Liouville)

Το κλειδί της «νέας ματιάς» στην έννοια της παραγώγισης βρίσκεται
στη συνάρτηση Γάμμα (Παράρτημα Β) όπως θα δούμε παρακάτω.
Ας θεωρήσουμε λοιπόν την συνάρτηση

f(x) = xn, n ∈ N (1.11)

για την οποία ισχύει ότι
dnf(x)

dxn
= f (n)(x) = n!. (1.12)

Αλλά, το παραγοντικό επεκτείνεται για μη ακεραίους n στη συνάρ-
τηση Γάμμα και συνεπώς η (1.12) που γράφεται και με τη μορφή

f (n)(x) = Γ(n+ 1) =

+∞∫

0

e−ttndt (1.13)

συσχετίζει την τάξη παραγώγισης n με την τιμή της συνάρτησης
Γάμμα στο σημείο n+ 1.

Γενικότερα η m-τάξης παράγωγος της xn είναι
dm

dxm
f(x) = n(n− 1) · · · (n−m+ 1)xn−m

=
n!

(n−m)!
xn−m

=
Γ(n+ 1)

Γ(n−m+ 1)
xn−m (1.14)

για κάθε n,m ∈ N.
Όπως και στην περίπτωση της σχέσης (1.4), το δεξί μέλος της

(1.14) επεκτείνεται άμεσα για κάθε πραγματικό αριθμό p > 0, και
συνεπώς μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε αυτή την επέκταση για να
ορίσουμε το αριστερό μέλος της (1.14), δηλαδή την p-τάξης παρά-
γωγο της xn για p > 0

dpxn

dxp
=

Γ(n+ 1)

Γ(n− p+ 1)
xn−p. (1.15)
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Προφανώς, ισχύει γενικότερα για κάθε a ∈ R και p > 0 ότι

dpxa

dxp
=

Γ(a+ 1)

Γ(a− p+ 1)
xa−p. (1.16)

Παρατηρούμε ότι η p-τάξης παραγώγιση της συνάρτησης xa μειώνει
τον εκθέτη a κατά την τάξη p, ακριβώς όπως συμβαίνει και με τις
ακέραιες παραγώγους, μόνον που στην περίπτωση της κλασματικής
παραγώγισης αυτή η μείωση συμβαίνει κατά συνεχή τρόπο.

Παράδειγμα 1.1. Για a = 1 και p = 1
2 έχουμε

d1/2x

dx1/2
=

Γ(2)

Γ(32)

√
x (1.17)

και επειδή Γ(2) = 1 και

Γ

(
3

2

)
= Γ

(
1

2
+ 1

)
=

1

2
Γ

(
1

2

)
=

√
π

2
(1.18)

έπεται ότι
d1/2x

dx1/2
=

2√
π

√
x. (1.19)

Γενικότερα, για p ∈ [0, 1] έχουμε

dpx

dxp
=

Γ(2)

Γ(2− p)
x1−p =

x1−p

Γ(2− p)
(1.20)

από όπου παίρνουμε

lim
p→0+

dpx

dxp
=

x

Γ(2)
= x (1.21)

και
lim
p→1−

dpx

dxp
=

x0

Γ(1)
= 1. (1.22)

Για p ∈ [0, 1], έχουμε 2 − p ∈ [1, 2] και όπως παρατηρούμε στο
Σχήμα B.11 του παραρτήματος Β ο συντελεστής 1/Γ(2 − p) στην
(1.20) παίρνει την τιμή 1 στα άκρα του διαστήματος [1, 2], αρχικά
αυξάνει, περνάει από ένα μέγιστο και στη συνέχεια φθίνει προς

λοιπόν τη συνάρτηση
Β),

1.2  �Κλασματική παραγώγιση της συνάρτησης x®  
(Liouville)
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1.2 Κλασματική παραγώγιση της συνάρτησης xα

(Liouville)

Το κλειδί της «νέας ματιάς» στην έννοια της παραγώγισης βρίσκεται
στη συνάρτηση Γάμμα (Παράρτημα Β) όπως θα δούμε παρακάτω.
Ας θεωρήσουμε λοιπόν την συνάρτηση

f(x) = xn, n ∈ N (1.11)

για την οποία ισχύει ότι
dnf(x)

dxn
= f (n)(x) = n!. (1.12)

Αλλά, το παραγοντικό επεκτείνεται για μη ακεραίους n στη συνάρ-
τηση Γάμμα και συνεπώς η (1.12) που γράφεται και με τη μορφή

f (n)(x) = Γ(n+ 1) =

+∞∫

0

e−ttndt (1.13)

συσχετίζει την τάξη παραγώγισης n με την τιμή της συνάρτησης
Γάμμα στο σημείο n+ 1.

Γενικότερα η m-τάξης παράγωγος της xn είναι
dm

dxm
f(x) = n(n− 1) · · · (n−m+ 1)xn−m

=
n!

(n−m)!
xn−m

=
Γ(n+ 1)

Γ(n−m+ 1)
xn−m (1.14)

για κάθε n,m ∈ N.
Όπως και στην περίπτωση της σχέσης (1.4), το δεξί μέλος της

(1.14) επεκτείνεται άμεσα για κάθε πραγματικό αριθμό p > 0, και
συνεπώς μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε αυτή την επέκταση για να
ορίσουμε το αριστερό μέλος της (1.14), δηλαδή την p-τάξης παρά-
γωγο της xn για p > 0

dpxn

dxp
=

Γ(n+ 1)

Γ(n− p+ 1)
xn−p. (1.15)
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Προφανώς, ισχύει γενικότερα για κάθε a ∈ R και p > 0 ότι

dpxa

dxp
=

Γ(a+ 1)

Γ(a− p+ 1)
xa−p. (1.16)

Παρατηρούμε ότι η p-τάξης παραγώγιση της συνάρτησης xa μειώνει
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Παράδειγμα 1.1. Για a = 1 και p = 1
2 έχουμε

d1/2x

dx1/2
=

Γ(2)

Γ(32)

√
x (1.17)

και επειδή Γ(2) = 1 και

Γ

(
3

2

)
= Γ

(
1

2
+ 1

)
=

1

2
Γ

(
1

2

)
=

√
π

2
(1.18)

έπεται ότι
d1/2x

dx1/2
=

2√
π

√
x. (1.19)

Γενικότερα, για p ∈ [0, 1] έχουμε

dpx

dxp
=

Γ(2)

Γ(2− p)
x1−p =

x1−p

Γ(2− p)
(1.20)

από όπου παίρνουμε

lim
p→0+

dpx

dxp
=

x

Γ(2)
= x (1.21)

και
lim
p→1−

dpx

dxp
=

x0

Γ(1)
= 1. (1.22)

Για p ∈ [0, 1], έχουμε 2 − p ∈ [1, 2] και όπως παρατηρούμε στο
Σχήμα B.11 του παραρτήματος Β ο συντελεστής 1/Γ(2 − p) στην
(1.20) παίρνει την τιμή 1 στα άκρα του διαστήματος [1, 2], αρχικά
αυξάνει, περνάει από ένα μέγιστο και στη συνέχεια φθίνει προς

Σχήμα Β.11 του Παραρτήματος
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την τιμή 1. Συνεπώς, στο διάστημα p ∈ (0, 1) ο συντελεστής της
p-παραγώγου του x είναι μεγαλύτερος της μονάδας.

Το μειονέκτημα της παραπάνω προσέγγισης αφορά το γεγονός
ότι αναφέρεται μόνο στις συναρτήσεις xa. Συνεπώς, χρειαζόμαστε
μια καλύτερη (γενικότερη) προσέγγιση των κλασματικών τελεστών.

Ό,τι αναφέρθηκε σε αυτή την παράγραφο έχει τις ρίζες του στην
προσέγγιση του Liouville, ο οποίος προσπάθησε να αναπαραστή-
σει μια συνάρτηση μέσω του αναπτύγματος Taylor (μονώνυμα), ή
Dirichlet (εκθετικά), και να μεταφέρει τη δράση της κλασματικής
παραγώγισης απευθείας στους όρους των αντίστοιχων σειρών, δη-
λαδή στα μονώνυμα και στα εκθετικά.

1.3 Κλασματική ολοκλήρωση (Riemann)

Ο Riemann προσπάθησε να προσεγγίσει τον κλασματικό λογισμό
μέσα από τη διαδικασία ολοκλήρωσης, πάντα με τη μέθοδο που
αναφέραμε, δηλαδή την αναπαράσταση της ολοκλήρωσης με έναν
τρόπο που να επιδέχεται επέκταση της τάξης ολοκλήρωσης πέρα
από τους φυσικούς αριθμούς. Η προσέγγιση του Riemann ήταν η
ακόλουθη.

Για κάθε φυσικό αριθμό n το n-οστό ολοκλήρωμα της συνεχούς
συνάρτησης f στο διάστημα [0, x] δίνεται από τη σχέση

D−nf(x) =

x∫

0

tn∫

0

tn−1∫

0

· · ·
t2∫

0

f(t1)dt1dt2 · · · dtn−1dtn

+ c1x
n−1 + c2x

n−2 + · · ·+ cn−1x+ cn (1.23)

όπου D−n συμβολίζει n διαδοχικές ολοκληρώσεις. Όμως γνωρίζουμε
από τον κλασικό ολοκληρωτικό λογισμό ότι

x∫

0

tn∫

0

tn−1∫

0

· · ·
t2∫

0

f(t1)dt1dt2 · · · dtn−1dtn =
1

(n− 1)!

x∫

0

(x− t)n−1f(t)dt.

(1.24)
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Συνεπώς, ο τύπος (1.23) γράφεται

D−nf(x) =
1

(n− 1)!

x∫

0

(x− t)n−1f(t)dt+
n∑

k=1

ckx
n−k. (1.25)

Ειδικότερα, αν υποθέσουμε όλες τις σταθερές ολοκλήρωσης ck ίσες
με μηδέν και επειδή Γ(n) = (n− 1)!, η (1.25) γράφεται

D−nf(x) =
1

Γ(n)

x∫

0

(x− t)n−1f(t)dt. (1.26)

Η σχέση (1.26) είναι ακριβώς ό,τι χρειαζόμαστε για την επιθυμητή
επέκταση από τους φυσικούς στους πραγματικούς αριθμούς, γιατί
το δεξί μέλος έχει έννοια για κάθε θετικό πραγματικό αριθμό n.
Συνεπώς, ορίζουμε το p > 0 τάξης ολοκλήρωμα της f με τον τύπο

D−pf(x) =
1

Γ(p)

x∫

0

(x− t)p−1f(t)dt (1.27)

με την προϋπόθεση ότι

f(0) = f (1)(0) = · · · = f ([p]−1)(0) = 0 (1.28)

όπου με [p] συμβολίζουμε το ακέραιο μέρος του p.
Είναι προφανές ότι ο τύπος (1.27) δεν μπορεί να επεκταθεί για

p < 0, που θα σήμαινε κλασματική παραγώγιση, γιατί τότε p− 1 <

−1 και η ολοκληρωτέα συνάρτηση θα παρουσίαζε μη ολοκληρώσιμη
ιδιομορφία στο άνω όριο ολοκλήρωσης t = x.

Παραμένει λοιπόν ανοικτό το ερώτημα του ορισμού της κλασμα-
τικής παραγώγισης μιας συνάρτησης. Το πρόβλημα αυτό λύθηκε
μέσω ενός απλού και συγχρόνως ευφυούς τεχνάσματος που θα πα-
ρουσιάσουμε στην επόμενη παράγραφο. Αλλά ας δούμε πρώτα ένα
απλό παράδειγμα κλασματικής ολοκλήρωσης, ανάλογο του παρα-
δείγματος 1.1 για την παραγώγιση.

τον Κλασματικό Λογισμό
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1.3  �Κλασματική ολοκλήρωση (Riemann)
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προσέγγιση του Liouville, ο οποίος προσπάθησε να αναπαραστή-
σει μια συνάρτηση μέσω του αναπτύγματος Taylor (μονώνυμα), ή
Dirichlet (εκθετικά), και να μεταφέρει τη δράση της κλασματικής
παραγώγισης απευθείας στους όρους των αντίστοιχων σειρών, δη-
λαδή στα μονώνυμα και στα εκθετικά.

1.3 Κλασματική ολοκλήρωση (Riemann)

Ο Riemann προσπάθησε να προσεγγίσει τον κλασματικό λογισμό
μέσα από τη διαδικασία ολοκλήρωσης, πάντα με τη μέθοδο που
αναφέραμε, δηλαδή την αναπαράσταση της ολοκλήρωσης με έναν
τρόπο που να επιδέχεται επέκταση της τάξης ολοκλήρωσης πέρα
από τους φυσικούς αριθμούς. Η προσέγγιση του Riemann ήταν η
ακόλουθη.

Για κάθε φυσικό αριθμό n το n-οστό ολοκλήρωμα της συνεχούς
συνάρτησης f στο διάστημα [0, x] δίνεται από τη σχέση

D−nf(x) =

x∫

0

tn∫

0

tn−1∫

0

· · ·
t2∫

0

f(t1)dt1dt2 · · · dtn−1dtn

+ c1x
n−1 + c2x

n−2 + · · ·+ cn−1x+ cn (1.23)

όπου D−n συμβολίζει n διαδοχικές ολοκληρώσεις. Όμως γνωρίζουμε
από τον κλασικό ολοκληρωτικό λογισμό ότι

x∫

0

tn∫

0

tn−1∫

0

· · ·
t2∫

0

f(t1)dt1dt2 · · · dtn−1dtn =
1

(n− 1)!

x∫

0

(x− t)n−1f(t)dt.

(1.24)
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Συνεπώς, ο τύπος (1.23) γράφεται

D−nf(x) =
1

(n− 1)!

x∫

0

(x− t)n−1f(t)dt+
n∑

k=1

ckx
n−k. (1.25)

Ειδικότερα, αν υποθέσουμε όλες τις σταθερές ολοκλήρωσης ck ίσες
με μηδέν και επειδή Γ(n) = (n− 1)!, η (1.25) γράφεται

D−nf(x) =
1

Γ(n)

x∫

0

(x− t)n−1f(t)dt. (1.26)

Η σχέση (1.26) είναι ακριβώς ό,τι χρειαζόμαστε για την επιθυμητή
επέκταση από τους φυσικούς στους πραγματικούς αριθμούς, γιατί
το δεξί μέλος έχει έννοια για κάθε θετικό πραγματικό αριθμό n.
Συνεπώς, ορίζουμε το p > 0 τάξης ολοκλήρωμα της f με τον τύπο

D−pf(x) =
1

Γ(p)

x∫

0

(x− t)p−1f(t)dt (1.27)

με την προϋπόθεση ότι

f(0) = f (1)(0) = · · · = f ([p]−1)(0) = 0 (1.28)

όπου με [p] συμβολίζουμε το ακέραιο μέρος του p.
Είναι προφανές ότι ο τύπος (1.27) δεν μπορεί να επεκταθεί για

p < 0, που θα σήμαινε κλασματική παραγώγιση, γιατί τότε p− 1 <

−1 και η ολοκληρωτέα συνάρτηση θα παρουσίαζε μη ολοκληρώσιμη
ιδιομορφία στο άνω όριο ολοκλήρωσης t = x.

Παραμένει λοιπόν ανοικτό το ερώτημα του ορισμού της κλασμα-
τικής παραγώγισης μιας συνάρτησης. Το πρόβλημα αυτό λύθηκε
μέσω ενός απλού και συγχρόνως ευφυούς τεχνάσματος που θα πα-
ρουσιάσουμε στην επόμενη παράγραφο. Αλλά ας δούμε πρώτα ένα
απλό παράδειγμα κλασματικής ολοκλήρωσης, ανάλογο του παρα-
δείγματος 1.1 για την παραγώγιση.
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με την προϋπόθεση ότι

f(0) = f (1)(0) = · · · = f ([p]−1)(0) = 0 (1.28)

όπου με [p] συμβολίζουμε το ακέραιο μέρος του p.
Είναι προφανές ότι ο τύπος (1.27) δεν μπορεί να επεκταθεί για

p < 0, που θα σήμαινε κλασματική παραγώγιση, γιατί τότε p− 1 <

−1 και η ολοκληρωτέα συνάρτηση θα παρουσίαζε μη ολοκληρώσιμη
ιδιομορφία στο άνω όριο ολοκλήρωσης t = x.

Παραμένει λοιπόν ανοικτό το ερώτημα του ορισμού της κλασμα-
τικής παραγώγισης μιας συνάρτησης. Το πρόβλημα αυτό λύθηκε
μέσω ενός απλού και συγχρόνως ευφυούς τεχνάσματος που θα πα-
ρουσιάσουμε στην επόμενη παράγραφο. Αλλά ας δούμε πρώτα ένα
απλό παράδειγμα κλασματικής ολοκλήρωσης, ανάλογο του παρα-
δείγματος 1.1 για την παραγώγιση.
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Παράδειγμα 1.2. Για p ∈ (0, 1) έχουμε

D−px =
1

Γ(p)

x∫

0

(x− t)p−1tdt

= − 1

pΓ(p)

x∫

0

td(x− t)p

= − 1

Γ(p+ 1)



t(x− t)p|t=x
t=0 −

x∫

0

(x− t)pdt





=
xp+1

(p+ 1)Γ(p+ 1)

=
xp+1

Γ(p+ 2)
. (1.29)

Οι συνοριακές τιμές του p ∈ (0, 1) δίνουν

lim
p→0+

xp+1

Γ(p+ 2)
=

x

Γ(2)
= x (1.30)

και

lim
p→1−

xp+1

Γ(p+ 2)
=

x2

Γ(3)
=

x2

2Γ(2)
=

x2

2
(1.31)

που συμπίπτουν με το κλασικό ανάλογο του ταυτοτικού τελεστή
και της ολοκλήρωσης.

Συνεπώς, η επίδραση του κλασματικού τελεστή Dp, p ∈ R, επάνω
στο μονώνυμο x έχει ως αποτέλεσμα τη μεταβολή του εκθέτη από 1

σε 1+ p. Δηλαδή, ο εκθέτης δέχεται μια συνεχή γραμμική μεταβολή
ίση με την τάξη p η οποία είναι αύξουσα όταν ο Dp αντιπροσωπεύει
ολοκλήρωση (p < 0) και φθίνουσα όταν ο Dp αντιπροσωπεύει πα-
ραγώγιση (p > 0). Κατά κάποιον τρόπο ισχύει και το αντίστροφο,
όπου η συνέχεια της μεταβλητής p μεταφέρεται σε συνέχεια της
μεταβλητής τάξης του τελεστή Dp.
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1.4 Κλασματική παραγώγιση

Με δεδομένο το γεγονός ότι η παραγώγιση και η ολοκλήρωση είναι
αντίστροφες απειροστικές διαδικασίες, ο ορισμός της κλασματικής
παραγώγισης μπορεί να βασιστεί στην ακόλουθη ιδέα την οποία θα
δικαιολογήσουμε αργότερα. Ας υποθέσουμε ότι p ∈ (0, 1) και ότι
θέλουμε να υπολογίσουμε την παράγωγο Dpf(x). Επειδή γνωρί-
ζουμε ήδη τη διαδικασία της κλασματικής ολοκλήρωσης, μπορούμε
πρώτα να εφαρμόσουμε τον ολοκληρωτικό τελεστή D−(1−p) και στη
συνέχεια να πάρουμε την κλασική παράγωγο πρώτης τάξης της συ-
νάρτησης Dp−1f(x). Έτσι θα έχουμε

D1Dp−1f(x) = D1+p−1f(x) = Dpf(x). (1.32)

Με άλλα λόγια, η ιδέα είναι να ολοκληρώσουμε μέχρι τον επόμενο
του p ακέραιο και στη συνέχεια να παραγωγίσουμε κλασικά όσες
φορές υποδεικνύει αυτός ο ακέραιος. Αυτή η παραγώγιση θα αφαι-
ρέσει την ολοκλήρωση που κάναμε αρχικά και θα παραμείνει η πα-
ραγώγιση στην επιθυμητή τάξη. Γενικά, η p-τάξης παράγωγος της f ,
με p > 0 και p ̸∈ N, ορίζεται στη συνέχεια. Θέτουμε m = [p]+1, έτσι
ώστε m − p ∈ (0, 1) και ο ορισμός της p-τάξης παραγώγου παίρνει
τη μορφή

Dpf(x) = DmD−(m−p)f(x) =
dm

dxm

1

Γ(m− p)

x∫

0

(x− t)m−p−1f(t)dt.

(1.33)
Εδώ δεν υπάρχουν προϋποθέσεις για την ισχύ του τύπου (1.33),
όπως αυτές που εκφράζονται από την (1.28) για την ολοκλήρωση,
επειδή η παραγώγιση δεν δημιουργεί σταθερές.

Σημειώνουμε ότι οι προηγούμενοι ορισμοί απαιτούν μεγαλύτερη
μαθηματική αυστηρότητα, όπως για παράδειγμα την απόδειξη της
ιδιότητας

DαDβ = Dα+β (1.34)
η οποία δεν είναι προφανής για α, β ∈ R. Όλες αυτές οι απαραίτητες
αποδείξεις θα παρουσιαστούν στα επόμενα κεφάλαια.

, η οποία είναι αύξουσα όταν ο




